Section 5.1 : Motivation et définitions

Section 5.2 : Propriétés supplémentaires et transformées inverses
Section 5.3 : Fonctions spéciales : échelon-unité et delta de Dirac
Section 5.4 : La convolution

Section 5.5 : Les systémes d’équations différentielles

Section 5.1
5.1-a) F(s) =T(t2 —1)-8_‘” dt = 2-5"
0 s
T 1
b) G(s)=|t-e*-e*dt=
(+) '([ (s+a)2
O H(s)=[r-sin(or)e™ di=—2
0 (s2+a)2)
Calculs pour le numéro 5.1 :
[ Lz,
0
Ty J |:||. d @i = -g= !]Iuls_-_-.-u
o
[t
tginlw 4 e * ags= [
: e " lugs=0 |55
3 0 2 e—3s
5.2-a) F(s)=|2e*dt+|(5-t)e*" dt==-
O [

4 6 i 4 1 (3 1
b G = (4=1)-e'dt+ |3 dt+ | (9—=2)- e dt=———+| Z+— |- —4s
) (s) .([( )-e ?[e .l.( )-e T (S Szje
O F(9)=[e " dre fsin(e Lo ot
0 z s \sP41 s

2
Calculs pour le numéro 5.2 :
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= o R [2-5- 3 )
lﬂ- g JI]c|:+ |{-‘:—1}- e ‘:'.{:;3'.-en a2

i} 3 5
(LT 2N R L T | g edng
[propFrac 123" € l'l it
2 5 2
L i A
[+ i & | | , [
i ' ; 5 45 @ 4 1
pronracJ{[-a--:]- e !_|a.r|-l !._3- e'S'I]n.r-l-[ {i';--:]~ e !}dns;ﬁ :+_3 g 2 _:__3
o i g fEEr =, ¥ 5
= s
2 B b oy || 5 —lll-e 2 +_|
e e | lsinlihe™ '!.ld!!s =1 1%+ F) s
] b
53-2) £4-70) =42} 72 {1 =42-7L 2T precp
° B 2 2

N S s s

. 5 s 10—6s
b) ${2$1n(5t)}—§£{6c0s(5t)} =ZS2 s —6S2 s = s

O L2} 43 {rsin(4r)) =243 2, 2

s+3 (s2+16)2_s+3 (s> +16)

P4 avec a=3 et P10 avec v =4
1 3 4 6
d) L4’ -2%1esin(3t){=4——-2 -
) {e } {e sm( t)} s=2 (s+2)2+9 s—2 s>+4s+13

P4 ag=-2 etP8a=2¢ctw=3

o 2r)-laeVrpfs) a3 1240

ST (543 s st (s43) s

P3 n=3,P5a=3c¢tP1
D Ller|-sle= Si2_s41rZ N s24—4
2t

P4 avec a =-2 pour ¢*’ eta=2 poure

2
g) ${(1+e’) }=${1+2€t+€2t}=l+i+ ! P1,P4 a=-1 et a=-2
s s—1 s-2
21
h) 513{(2+3t)2—1}=§£{4+12z+9z2—1}=${3+12t+9t2}:§+%+9—32'
s s N
_3, 12,18
N S2 S3

On a développé (2¢+3)” —1, puis utilisation de P1, P2 et P3 n =2
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i)

»

k)

)

5.4-

5.5-

5.6-

&‘3{(1 +é ) : (l —e! )} =% {e’ —e! } Le plus facile, pour arriver a ce résultat, est de

le calculer a la main; parce qu’on risque d’avoir du sinus hyperbolique, avec la
calculatrice...

&‘f{e’—e_’}z o1 22 P4 a=-1eta=—1 puis dénominateur commun
s—=1 s+1 s° -1
-1 4(s* -4
${2e5’_1 +4t cos(2t)} = 26_158{65’} +4§E{tcos(2t)} _2e + (S 2)
$=3 (S2+4)

P4 a=-5¢etPll w=2

Pour obtenir la formule sin®(a)= % —%cos(Za) , on peut soit consulter le

formulaire mathématique (Annexe A.1) ou demander tCollect ((sin (a))2 ) sur la

calculatrice . Il ne reste qu’a remplacer a par 3.
1 1
Psin? (3t) -3¢ =${———COS 6t —3t} =
{ (3) } 2 2 (61) 2s 2(s2+36) s?
P1,P7 o =6 et P2
Encore une identité trigonométrique : 4sin (2¢)cos(2¢) =2sin(41).
8

s +16

P6 =4

${4sin(2t)cos(2t)} = &‘3{2sin(4t)} =

La calculatrice simplifie directement sin(8t —37”) en cos(8¢)

2s

52 +64

P7 =8

513{2 sin(St —37”)} = 2§E{c0s(8t)} =

sinh(at) =%e”’ —%e_”’

1 _ (1 1 1 2a a
= Plsinh(at)l==Fe" — =—( - jz_ — P4
{ ( )} 2 { } 2\s—a s+a) 2s*-a* s*-a°
La seule différence avec la transformée du sinus ordinaire est le signe — au

dénominateur devant a>

1

S—i@

Plel) =

Ici il faut savoir qu’on ne laisse jamais de i au dénominateur dans les nombres
complexes. On peut alors soit effectuer la division a la main, soit demander a la
calculatrice le résultat de cette division.

~ 1 .
Commencez avec 58{6(”““’)’} =—————— et continuez!
s—(a+iw)

retour au début du chapitre 5
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Section 5.2

5.7-a) Utilisons P19 a cause du .

Onadonc a=-4 et f(z‘)=1‘2:>F(S):%:£3
s s

14
(5-4)

${7t2e4’}=7F(s+a)=7F(s—4)= .

b) Utilisons P19, avec a =2 et

f(t)=(1+t)2 =142¢+1* :>F(s)=l+%+£3 P1,P2etP3 n=2
s S S

g{e‘z’(lﬂ)z}:F(Hz):SJlerr(SJrzz)z +(s+22)3

¢)  Utilisons P20 a cause de la multiplication par 7> et bien siir P1 pour le 2°™ terme.
p p p

4

5 P6 =4
s +16

n=3etf(t)=sin(4t)= F(s)=

{2r sin (41)+ 2| =22 sin (41)} + {2} = 2-(-1)’ -(Sz jmjm +§

A

1925(s7-16) 5
) (s2+16)4 s

{_ﬂ;_d_l' 965+ [s2-16)

0’13":"1{"' |::‘."*1{-].l

2 A2
Y bl w=3

d) Pl9avec a=-5et f(t)=4rcos(3t)= F(s)=4 5
2

(s +9)
g{est -4tcos(3t)}=F(s—5):4 (S—S)2 _92 _ 4(s —10s+162)
((s—5)2+9) (s2—10s+34)

e) (2 +1)2 cos(5¢) = (41‘2 +4¢ +1)cos(5t) = 4¢” cos (5t ) + 4t cos (5t ) +cos (5¢)

S
s2 425
terme, on

Pour le 1 terme, on prendra P20, avec n=2 et f(¢)=cos(5t)= F(s)=

On a utilisé P7 o =5, et on le réutilisera dans le 3°™ terme; pour le 2°™

utilisera plutot P11 o =5.
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5!3{41‘2 cos(St)} + 5!3{41‘ cos(St)} + §E{c0s(5t)}

2
:4.(_1)2%[ s j+4(s—25 LS

s*+25 S2+25)2 5% +25
:8S 2(52—735)+4 sj—25 325
(s+25)  (s+25) S°F
o 1) j' 8o s?-75)

5.8-a) 55—1{ 4 3 }:4&5‘1{ ! }—3&5‘1{ ! }=4e_2’—3e_3’
s+2 s+3 s+2 s+3

P4, a=2cta=3

1] 3s+1 1 S 1 1.
b) £ {S2+9}=3£€ {S2+9}+§E {2 9}=3c0s(3t)+§s1n(3t)

P7et P27, =3

o ot e e
5+s° s-—10 s +5 s +5 s—10

=¥sin(x/§t)—cos(x/§t)—4em’ P7 et P27 a):\/g etP4 a=-10

— 52 2
R =2§£—1{%} 3$‘1{i2}—§£-1{1}=2i+3t—1=t2+3t—1
s s s s 2!

P25 n=3,P2 et P1

9 w2t —4551{ 1 3}+2§£1 o
(S—S) (S +25) (S—S) (S +25)

S0 2 (sin(st)-Sreos(51)) =216 +—Losin (51)— L-cos (51
T2 2.5 ) 125 25

P26 n=3 a=5,¢tP29 w=5

PSS P IS T )
s +4 (S+7) s°+4 s +4 (S+7)

=6cos(2t)—55in(2t)—3te_7’ P7etP6 w=2ctP5 a=7
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g)

h)

»

k)

gg_l{ 3s+1 }:g_l 3(s=3)+9+1
s —6s+13 (S_3)2+4

sl Ll 2|
(s=3)"+4 (s=3)"+4

=3¢ cos(2t)+563’ sin(2t) P9etP8 a=3 w=2

&lj—l{ s=1 1 }:55—1 (s+1)-2 1
2 +254+2 st +s+1 (S+1)2+1 (S+%)2+%

S
(s+1)"+1 (s+1)"+1 (S+%) +%
_ 3

=e ' cos(1)—2e " sin( \/,/ s1n( J

=e_’-(cos(t)—2sin( ))_ie_% sin \/2_ j
V3
2

PYetP8 a=1 w=1etP8 a=— o=

1
2

&lj—l{ 2s5—1 }&lj—l 2s—1 _lg (S+/)

45* +4s+5

4(s+%)2+4 4 (s+/) +1

2.4 5t 2 1

=~ :le_%cos(t)—le_%sin(t)
4 (s+12) +1 4 (s+%) +1 2 2

P9 et P8 azé o=1

-1 3s \/_
¢ m =3. > 21\/§t51n(2ft)——ts1n(2ft)

-1 4 B 4 _i. B
< 2 (S2+4)2 —2sm(2t)

2(2)3 (sin(2t) —2t cos(2t))
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= (2—%jsin(2t) +%’2tc0s(2t) =%sin(2t)+%tcos(2t)

P27 et P29 =2

5.9-a) &£~ {3S 8}=§&‘3_1{ ! }+l&‘3_1{L}:§e_4’+le4’ P4 a=4cta=-4
16) 2 s+4) 2 s—4) 2 2

: m[l"'g L
£ -52-5'5] 2 (re4) 2 (s-4)
b) gg—l{?—+4}=3gg-1{ 1 }__33_ 3¢ ——e/ P4 a=-1cet a—l
25" —s-1 s—1 s+/ >
Ses+d | 3 1
wkpand \II:_I—_[J :_:Hl

2

2_
o & 2S—4) zgg—l{ ! }_lg—l{i}:%sin(h)—%t P27 w=2 et P2

3s2-(s2+4 s*+4) 3 s
2 5-4 = e
expand
i L,;:_[,Jﬂ}_ s B
2
Qo g2 +215s+5 _ 25513—1{ 1 }+§$_1 1 : +£$_1{ 1 }
(S+1) .(S_z) 9 S+1 3 (S+1) 9 S_2
=_—25€_t+§t€_t+£€2t P4etPS a=1 puis P4 a=-2
9 3 9
|2 24150 505 5 8 43
em.-.un(.ml) o {241) 3+ (5412 g (53]
e) ! 2 =

(s4 —2s° —8) (2s+1

o [ e 1{ RIEPIER
3 242 6 s2+2 152 S+/ s+2] 40 §s—2

=%cos(\/§t) 6J_s1n(ft) Y % e
=lcos(ﬁt)_£5m(ﬁt)_§e% Lo 3
3 12 15 8 40
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P7 et P27 a)=\/§,P4avec azé, a=2¢eta=-2

i 1 16 1 3

o
"‘“In"“(q# —3 si-B]-fi- :H-l}) 3 [53+5‘J - [51+1} 15+(2-541) ; g fﬂ!l:'l a0- (5-2)
_ s+1 s
! — -
st +55% +4 (S_l)“

%[gg—l {s;j4 B s21+4}+§£_1 {st+1 " s21+1}j_§£_1 {(Sllf }21 {(S11)4}

=_?lcos(2t)—}%sin(Zt)+%cos(t)+%sin(t)—%tze’ —%ﬁe’
20 1s,

=_?lcos(2t)—%sin(2t)+%cos(z‘)+%sin(r)—%t e ——te

P7etP27a) 2 puis w=1,P26 n=3 puis n=4

i+l 5
EXrain

T R O P i

i 1 5 1 1 1

3152 +4) 3-|:j'++1.' 3-[_11+t1|' 5-[51+I.} =113 (510

g <! 25" +245-8 }—&‘3_1{ ! }=3cos(2\/§t)— B
s> +8s% +8s +64 S 248 s+8
=8

P7 0 =22 et P4 g

1

1+3

T.
g
b ]

2 57424 5-8
3°+8

pxpand( = =
748 5O+ 0 p404

h) g—l{ 5—12s+4s? }_i&el{ 1 }1&71 1
B 2 1523 21 )
1-3s+4s” —12s 4 s +A 3 s A
! L ——e/ 2sin| — ——eé P27 a)—l P4 a—_—l
3 2) 3 2

=—Sll’l
% 2 3
e RS it
L . e 351
.]—3'-°+4'5_—12':-'3| 4 5=+1

i) ;P‘l{ . 4s n 2S-i‘?) }
4s —4s—15 65 +s—1

2. 1 311 1.1 1 5 11
== + < =< + <

S P LI P I
3 8 2 8
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P4 les 4 fois : az_—l, azi, a=l et az_—5
3 2 2 2
i m{ 45 +3 ) 2 3 1 5
XAl ¥ 1 +
T PR SO 31 (2543 2ar1 40259

3 2
N )25 =25 2541 3 :22_1{L}_4$_1 1 g_l{i}
) { S () R (T A

=2¢' —4t-¢' +t PdetP5 a=—1 et P2

222l 3 | e Rt
2 ”‘4 ::J-'”-I:.t-l]j [.t-l]z.| )2 2
3 A4
k) 33_1 1+s+3s - 3S2 :l&e_l _ S _233_1{ 1 }-i—éf_l{iz}
(s+1)-(2s +5 ) 2 s +% s+1 s
1 1 1 2 1
=—cos| —1 |-2¢ ' +t=—cos £z‘ —2¢"+t PTo=—,P4 a=1 et P2
2 J2 2 2 2
[ ez 3ozt T
exlmm(-:.ﬁl}'[}s"'ﬂz] 25t T

5.10-a) On prend la transformée de Laplace de 1’équation différentielle, avec §E{x} =X
donc £{x'} =s-X-x(0)=s-X -3 P16
et £{x"} =5’ X —5-x(0)-x'(0)= s*-X-3s-5 P17
P{x"}—4L{x"} +3%L{x} = £{0}
s X =3s-5-4(sX-3)+3X =0
On isole X avec la calculatrice et on obtient

357 2 1
+

Cs*—4s+3 s—1 s-3

x(l‘):ip_l{X}=$_l{i+ ! }=2e’+e3’ P4da=-1eta=-3

s—1 s-3
suh'&[.s:*r—’.'i* s—5—de [ r- 32 x=(l_:r] = Fra7
.':3 —d 543
57 2
expandly]|y: - il TR o
$° =g 24+3 =1 53

b)  On prend la transformée de Laplace de I’équation différentielle, avec £{x} =X
donc L{x"} =5 X —s-x(0)-x'(0)=5"-X -1 P17
P{x"}+9%{x} = 20%{e" |
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SZX—1+9X—ﬂ P4 a=1
s+1

s+21 3 2s 2

X = = - +
(S+l)-(s2+9) S +9 S +9 s+l

x(t)=%"{ X} =sin(3t)-2cos(3t) +2¢

P6etP7 w=3¢etP4 a=1

solve sz*r—l—'“}*Fﬂ.:“ ,=3_—?‘1
s+l (s+1)- 12 IE‘}
expandly]fy s L N R
{31 !]-[.-.21'}] s249 gopg FL

¢) Onprend la transformée de Laplace de 1’équation différentielle, avec 5[3{ y} =Y

donc £{y'}=s5-Y-y(0)=s-Y -4 P16

et £{y"}=5>-Y-5-3(0)-1'(0)=5>-Y-4s-1 P17
Py 2Ly} + Py} = 6L {1}
SY-45-1-2(s-Y-4)+Y =2 P2
N
3 2
Onisole Y: Y = ds —7s°+6 = 3 8 +£+£

2 2
A\ '(S

y() =LY} =3¢ —8¢' +12+6t

—2S+1) (S—l)2 s=1 s 5

PSctP4 a=-1,P1 et P2

50M|52-}H4- Tl I:s-y—-i}l—y—i._p)
gl

By

ar ': T i G
13 E'{|:l.'||:|9:_|l:|lv ——

i ':s —2 .n—l.l

-7t

P [.1:2 —2 .'\.'-I-'l]

3=1 ,:r_]:ll P2

d)
donc £{y ’}—s-Y—y(O)=s-Y P16

On prend la transformée de Laplace de I’équation différentielle, avec 5[3{ y} =Y

et £{y"}=5"Y-s5-y(0)-»'(0)=s>-Y-2 P17
DLy -4 {y}+4%{y} =2 513{2 3’} P19 a=3 f(t)=t
F(s)z&‘f{tz}ZS%P?) n=2
2
F(s+3)—(s+3)3
Y —2—ds. ¥ +47 =— 2 .
(S+3)

On isole Y
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2(S3+9S2+27S+52) 6 4 o) 6 12
Y =

(543 (7 —as+4) 25(+3) s(s+3) (s+3) 25(s-2) 5(s-2)

(s+3) 3 (2 54

& .. d o SEo 6 12

y(t)=%"{r} =£e_3’ +it-e_3’ +12e —iezt +£t-ezt
25 5 25 5
solve 5ﬂ~_y el B L T W il ,:r] 2-':53'+'§l' 53+2T-5+53.|
(3"'3}3 }

4' 2.(s340: 52427 s
K expan -
|:5—!-]3*|..12—4'¢—4J' i

= - - +
25(st3) nfsa)? (w3)? 20D g (a2

e) On prend la transformée de Laplace de I’équation différentielle, avec §E{x} =X
donc £{x'} =s-X-x(0)=s-X -2 P16
et i’{x"} =5’ X —5-x(0)-x"(0) =s*-X-2s—-1 P17
&Q{x”} + 4§£{x'} + 20§E{x} = 55{0}
s X —2s—1+4(sX -2)+20X =0
2549 _2(S+2)+5
s? 445420 (s+2)°+16

» ol s+2 455! ;
x(1)=2{X}=2% {m} >F {(S+2)2+16}

x(1)= 2e7 cos(4t)+%e‘2’ sin(4¢)|P9 et P28 a=2 w=4

wh‘t[.sz'xhﬁ- —1+4- [5';‘-2?—30' .r=!.'l_r:| r_i
St 30
1:{'-"1pl-c“lu:.‘irelu.aruzl_s2 +4 s—ﬁﬁ.s_:' fi+3}2 +16

f)  Onprend la transformée de Laplace de 1’équation différentielle, avec §E{x} =X
donc £{x'} =s-X-x(0)=s5-X -2 P16
et £{x"} = 5? X —s5-x(0)-x"(0) =s*-X-2s-1 P17
P} + 4L (¥} +10%{x} =22 {e |
) —

10X

s?X =25 —1+4(sX -2)+10X = 2
s+5
252 +19s5+47 2854137 2
X: 2 = > +
(s+5)(s”+4s+10) 15(s*+4s+10) 15(s+5)
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Dty L] 28(s+2)481) 2 1
()= {x) =L {—(S+2)2+6 }*Eg {E}

x(z‘)=:§££‘1 —S+22 18l —12 +£§£‘1{ ! }
15 (s+2)"+6 15 (s+2)"+6 15 s+5

x(t)== f—ie‘” cos(\/gt) +ie_2’ sin(\/gt) +%e_5’

5J6

P9ctP28 a=2 w=+/6 puis P4 ¢ =35

x(t)== f—?e_z’ cos(\/gt) +¥e‘2’ sin(x/gt) +%e‘5’

A = S, ¢ -
o2 5148 e10a T
&t ]

55 (s2+4 st10)

el 2 5210 4T Tt ; 3 i

expamiiy iy —————— 5« [ 4
(5+5) [s2 44 s+120) 15 (s2eaest10) 15+ (5200 srag) 15 (4]

ln:-mpl-rl;:fi-rlu.aru:[s2 +4 Hlﬂ,a} I:a-i-j}2 +i

g)  On prend la transformée de Laplace de 1’équation différentielle, avec &‘3{ y} =Y
donc £{y'}=s5-Y-y(0)=s-Y-3 P16
E{y"} = 5* Y—s5-y(0)-»'(0) =s>-Y-3s+1 P17
E{y"} =5 Y -5 -¥(0)=s-»"(0)-»"(0) =s>-Y-3s°+5—2 P18 n=3
LY 2Ly + Ly -2y} = 4Lt} + 2{1}

Y - 35 +s—2—2(s21/—3s+1)Jr(s-Y—.?,)—zy=i2+l P2 et P1

S S
y 3-89+ 4544 l6s 8 13 3 2
Sz-(s3—2sz+s—2) 5(s2+1) 5(s2+1) lO(s—2) 2s  §°
y(t)=2"{r}
1
y(t)=R0g) 5 L Bl 1 L Dy} 11 pgn) 1l Jg)l
5 s +1) 5 s“+1J) 10 s—2 s 2 s
16 ) 1
y(t)=—cos(t)—§sm(t)+—3e2’—2t—é P7¢tP6 w=1,P4 a=-2,P2etP1
5 5 10 2
salveg .'.3'_l.r--3- x: -.-.--2"3'{!'2'_|'- 35t l.:l'-.v'_'.:-ﬁ- 2'_"-'_i.-| _lnvl) ¥ R T ae
: R fz*(ss—}sz—s—ﬂ
N }.;4_?.6}_7.531.”4 162 8 : 13 3 _i
el 2 (32 242 5(2n) () 1012 25 2
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5.11- 1l faut calculer &‘f{cos(a)-t)} :li’{(sin(a)-t))’} en utilisant P6 et P16,
®

Le but est d’arriver a P7

5.12- Suivez I’indice qui est donné dans le manuel.

retour au début du chapitre 5
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Section 5.3

5.13-a) On utilise P21 parce que la fonction échelon est multipliée par une variable.
g(t)=t et a=1;oncalcule g(t+a)=g(t+1)=1+1

ip{t-u(z‘—l)}:e—l's-${t+l}=e_s(i2+lj P2 et P1
s s
b) P21 avec g(z‘)z(z‘—3)2 et a=3
On calcule g(7+3)=¢>
-3s
${(t—3)2-u(t—3)}=e_3S${t2}=e_35%= 2 P3n=2
s s
¢) P2lavec g(t)=t+leta=5
On calcule g(1+5)=1+6
P{(t+1)-u(t=5)}=e - Lft+6} = (iﬁﬁj P2 et P1
s° s

d) Pour le premier terme, P21 avec g(t) —e’ eta=3

On calcule g(7+3)= A1) 2 Q240 g6

6-3s
Pl 3\l 23500 o2 _¢ P4 g=-—>
{e u(t )} e e {e} ) a
Pour le deuxiéme terme, P21 avec g(t)=¢ > et a=2
On calcule g(7+2)= e M2) 2 g6 _ g6
—6-2s

Pl ) P =€ P4 4=
{e u(t )} e e {e } o3 a=3

${62[ -u(t—3)—e_3t .u(t_2)} — 66—35‘ _ 6_6_2S
s—2 543

e)  Pour le premier terme, P21 avec g(¢)=cos(2¢) et a =%

On calcule g(t +%j =cos (2t + ) =—cos(2t)

${cos(2t)-u(t—%j} = e_%sé‘f{—cos(%)} SL A Y

s +4

[\

Pour le deuxiéme terme, P7 0 =2 : &‘3{3 cos(Zt)} = Z
ST+
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3s s‘e_n;{

${cos(2t)-u(t—%j+3cos(2t)}: -

s +4 57 +4

f) P15 avec a =3 pour le premier terme, et P14 pour le deuxi¢me :
P{25(t-3)-5(t)} =2¢7> -1

9 L2-2u(i-1)-25(1-1)} =22

) )

-2¢° P1,P13 a=1c¢etP15 a=1

5.14-a) g(¢)=2u(t)+(-2-1)u(t—1)=2u(t)-3u(t-1)

{ou()-3u(i-1) =2~

b)  f(¢)=3u(t)+(-3+1)u(t-2)
${3u(t)+(t—3)u(t—2)}=3§+e_2s&‘3{(t+2)—3} PletP21 g(t)=t-3 a=2

PletP13 a=1

=§+e_2s${t—l} SENW (i—lj P2 et P1

) N S2 )

O g(0)=(1=2)u(t)+(= (1= )+ 1)u(t=1)= (1= Ju(t)+ £ u(e-1)
G(5)=L{(1=7Ju(0) + 2 u(e=1)} = £{(1- Ju(0)} + L {Pu (e -1)
:${1}—${t2}+e_s&‘3{(z‘+1)2}:é—

P1,P3 n=2 etP2lg(t)=

Q
—_~
)
S~
Il

__%M{% +241) PLP2etP3 =2
s s N S

Q) q(e)=5u(t)+(-5+2+1)u(t=2)+(-(2+1)+4=1 Ju(t-4)
=5u t)+(t—3)u(t—2)+(2—t—t2)u(t—4)

s) =35 fu(0)}+ L{(1=3)u(t-2)}+L{(2-1-2 Ju(-4)}
0 s):§+e-2sgg{t+z_3}+e4‘ssg{z_(t+4)_(t+4)2}

P1,P21 g(t)=t-3 a=2 et P21 g(t)=2-t-1" a=4

O(s)=2+e > (1—1} +e P —or-18}
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Q(s) =§+e_25 (i—lj—e_‘” (%+%+18j P2ct P12 foisetP3 n=2

s> s S s s

0 h(r)=1.u(t)+(—1+sin(t))u(t_%j
H(s):i’{u(z‘)}+${(—l+sin(l‘))u(r—%j}
On utilisera P1 pour le 1 terme et, pour le 2™, P21 g(¢)=sin()~1 et a =%

g(t+%j=cos(t)—l

H(s)=§+e_n%${cos(t)—l}=§+e_n%(szs+l—§j P7 w=1 et Pl
) f()=(4-1)u(t)+(-(4-1)+3)u(t-4)+(-3+9—1)u(t-6)
=(4=t)u(t)+(=1)u(r=4)+(6-1)u(-6)
On prendra P21. Pour le premier, g(¢t)=4-1 a=0
Pour le deuxiéme, g(¢)=t—1 a=4 = g(t+4)=1+3
Pour le dernier, g(1)=6—t a=6 = g(t+6)=-

F(s)=S{(4-0)+e L (43}l =2 Ly o (éi}- e

avec |’utilisation de P1 et P2

-2s
5.15-2) £ +§£—1{ 1 }
(s+4) s+4

Pour le premier, on passera par P22, a =2 et F (s) = ! 5
(s+4)
1
= f()=<" =te™ P5a=4
o)

ce qui donnera f(1-2)=(t-2) o8
Pour le second, P4 a =4

581{(6 o } (t=2)e ™ Pu(t-2)+e™

s+4)2 s+4

1 5s—-1
b 33—1 o e—SS + ( e—4s j}
) {s3 s*+4
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d)

P22 pour les 2 termes
2

. 1
Pour le premier terme, a =5 et F(s)=—= f(¢) :% par P25 n=3
s

= f(1=5) = (c-5)

s 1
Z+4 sP+4

Pour le second, a=4 et F(s)=2 = f(t)= 2cos(2t)—%sin(2t)

par P7 et P27 o =2
= f(1=4) = 2c05(2:(1-4)) - sin (21-8)

—1 1 -5 5S 1 _4g }
g {_3
s s +4

Loy u(t—S)+(2cos(2t—8)—%sin(2t—8)j~u(t—4)

! zs e_TJr il
s +1 s2+2

Pour le premier terme, P22 a :% et F(s)=

:f(t—%j=cos(t—%j=sin(t)

2 +1:>f( )=cos(?) P7T w=1

Pour le deuxiéme terme, P7 w=\2 =% { 2}—cos(x/_t)
s?+
%! Le_?+ a =sin(¢ -u(t—£j+cos V21
{s2+1 s 42 1) 2 ( )

a 3212
* {(s216)(s+5)e }

On utilisera P22 g =3, et il faut décomposer en fractions partielles.

e—xpa:n.d‘
.[t'—lr_]-is45}
o N
545 2-(r+d)] 2 (e=4)
3°~12 7 9 1 1 1

F = = —__. —.
(S) (s2—16)(s+5) s+5 2 s+4+2 s—4

:>f(t)=7e_5’ —26_4t +le4’, P4 les 3 fois, a=5, a =4 puis a =4
2 2
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= f(t-3)= 7o-51+15 _%e—4t+12 +%€4,_12

g—l : 3S2 -12 e—ss 2(76_5”15 —28_4t+12 +l€4t_12j'U(l‘_3)
(s —16)(S+5) 2 2

di
5.16-a) —+2i=56(t—-1
a) dt+ i (1-1)

On prend la transformée de 1’équation différentielle, avec if{i} =1
s-1—i(0)+27=5¢"° P16 pour la dérivée et P15 a =1 pour la Dirac

5¢7° 2
s+2 s+2

sI-242[=5¢"=1=

i() =1} =5¢ D u(1-1)+2¢7

par P22 a =1, F(s)z%:f(t)ze_” :f(t—l)ze_z(t_l) P4 g=2
s

et P4 a =2 pour le deuxi¢me terme.
b) Onprendla T.L. de 'E.D., avec ${x}=X
donc £{x'} =s X -x(0)=sX P16
et £{x"} :SZX—Sx(O)—x'(O) =s’X+3 P17
préparons-nous : ${5(1-2)} = P15 a=2
&f{x" +4x' +4x} = 59{65(2‘—2)}
6 o 3

2 ¢ T2
s +4s+4 s +4s+4

6 6 2
s*+4s+4 (S+2)2:>f() ¢ “

= f(t-2)=6(t-2)e "
On résout le deuxiéme terme avec P5 a=2.

x(t) =£_1{X} :6(1‘_2)6_2“4u(f—2)—3te_2’

X 43+4s X +4X =6 = X =

P22 a=2 et F(s)=

¢) OnprendlaT.L.de’E.D., avec £{y}=Y
donc £{y'} =sY—-y(0)=sY P16

2 e—3s

ona g(t)=2u(t)-u(t-3)=G(s)=%{g(1)} ==
L{y'+ 2y} ={g (1)}

PletP13 a=3
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35
sY+2r=2-¢ yo2— L w1
s s S(s+2) s(s+2)

expand

1 1
5.[”_‘;]} 25 2 (5e2)

La méme fonction apparait dans les 2 termes. Pour le 1* terme, on prendra la
transformée inverse directement, avec P1 et P4 g =2 . Pour le 2™ terme, on passe

Imnnza=3mmonwkmaafo—g,mmm“m/(0:%_%€u
SO g

- {2{2%_ 2(s1+2)J_e_3S (2%_ 2(sl+2)j}

= {%_(siz)}_g_l {e_SS [2%_ 2(s1+ 2)}}

d) OnprendlaT.L.del’E.D.,avec £{y}=Y
donc £{y"} =s¥Y-y(0)=sY -1 P16
et £{»"} :SZY—sy(O)—y'(O) =5’V —s P17

-2s
ona g(1)=u(t)-2u(t-2)= G(s)=~-2°— PletP13 a=2
S S
Sy =3y 2y} = L{g(1)}
—2s
SZY—s—3(s-Y—1)+2Y=1—2e
S S .
sobve| 5= e p—a—3 [5-}-‘-1}+?'J'=i—z' wis Jr'] ; [ Faith [[52—3' 5+1}‘¢2- I—QJII
- g r[ai—l*ﬁﬂ}
Ie-:"-[[.-.z--ﬁrf-l].I|~ej"‘ zlll 2 ] 1 .1 1.2
K gxpand - - - ] v N e
; 4 _,.I:_\ﬁ_g._\+gtl ) i [}-[2‘5]" (s :;I-':.e-‘r ;-Ile-“]' =1 2[s-3) 2
b 1 U e ('i_L_lle-g.t_l_l_'_L
{H}_[ea}z [5_2].{“]3 :-{e‘]z =1 (=3} 2-¢ -1 -2 5 1 23 25

Remarquez que la présence d’une exponentielle, e™* , nous oblige a ramener la
réponse, apres « expand », sur la ligne d’édition, puis [ENTER]. On obtient ainsi
[’effet voulu : on a développé en fractions partielles, et on voit clairement
[’exponentielle.

Chantal Trottier mars 2018 147



( 2 1 1) PR 1 1
Y=|—————— e " + - +—
s—1 s-2 s s—1 2(s=2) 2s
&‘f_l{Y}=f(t—2)-u(t—2)+e’—%62’+% P4 g=—1,P4 a=-2 etPl

ol f(t)=2¢'—e* —1 pour P22 a=2; P4 a=-1,P4 a=-2 et Pl

y(t) =(2e’_2 — ) —l)‘u(t—2)+e’ —%62’ i1

2

Onprend la T.L. de 'E.D., avec £{x} =
donc L{x"} =5*X —sx(0)-x'(0)=s>X -1 P17

—3?

calculons ${ (- )} P13 a¢=3
{x"+x} { }
Cx1ix=C
s
_ 1 -3s 1
X—S2+1+e s-(s2+1)

1

s?+1

Deuxi¢me terme : £ { e " i = 3}‘1{6—35 (l_ 25 j}
s-(s +1) s s7+1

| 1 s
wxpand | e

5 .s:+1:|-

Premier terme : £ { } = sin(t) P6 w=1

P22 =3 et F(s)z%— S f(1)=1-cos(r) PT 0=
g-l{ﬁs G—Sjﬂj}:f(t—s).u(t—s):(1—cos(f—3)).u(z—3)

x(t)=sin(¢) +(l—c0s(t—3))-u(t—3)
Onprend la T.L. de 'E.D., avec £{y} =
donc £{y"} =s"Y —sy(0)-1'(0)=s"Y -1 P17

on calcule £E{t—t-u(t—2)}:_2_
s
1 =25 1 2
finalement ${t—t-u(z‘—2)}=—2—e (—2+—j
s s s

P{y"+y}=L{t—t-u(t-2)}
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1 _ 1
SZY—1+Y=—2—€ 2‘?(—24-

()

| s 2 1) L,
Y:—2+(22—+ ————j'e

RN

2

s s2+1 sP+1 s s
:‘iﬂh’e[.‘iz =1 —_g.—i _e 2, [L-l—g)l_v] IE-} . [[.‘:2 +1]'E3- Iz i—l}
2 2 5 i
e [53+1]'

Py ﬂ{e S (P e | 1 S 1 2 b gk
B ppan 7 . o

5:' [52+1]|' ! L--3+3J- [-ﬁ's}j |:c-'3+11l|' [E‘t]2 5 |.ré‘t]2 5:' |:E“}3 i

2 1 3 1 1 e 1 e U I S |
& s 2 2 2 +_:' TR
{53+ 1]- [e‘f} |{5 2+|]|- [95} 5 [e‘i} 52 [e‘f} A 5+ A izt

On utilisera P2, puis P22 a =2 et

S 1 2 1
F(s)=2
(S) s2+1 s?+1 s s

= f(t)=2cos(t)+sin(r)-2—1 P6etP7 w=1, P1et P2
= f(t—2)=2cos(1-2)+sin(t-2)-2—(r-2)

R e I

241 s?+1 s s

y(t)=t+(2cos(t=2)+sin(t-2)—1)-u(t-2)

g) OnprendlaT.L.de ’E.D., avec £{y}=Y
donc L{y"} =s"Y —sy(0)-»'(0)=5"Y =3s+1 P17
on calcule £{5(z‘ —7[)} =" P15
"+ v =25 (t-m)}
sSY =3s+1+Y ="’

/)
e S 1
Y =— +3 =
s”+1 s +1 s7+1
sotvel 12 -3+ g1 4p=e T 5y} |:[3- =1)-e™ 5—1]- P
£ -
5+l
L {{3-5—1}~r"*+1}l-n“ 1 I B
= 2 {s3+1]-e““‘ 1 14

1 -5 1

ol
[s201)- ™% 24 20

= -
4L 251

Y} =sin(t—r)-u(t—n)+3cos(t)—sin(¢)
1
s?+1

y(t)=3cos(t)—sin(t)—sin()-u(t—n)

P22 a=r, F(s)= = f(t)=sin(t) P6 o =1, puis P7 et P6 w =1
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h) OnprendlaT.L. de ’E.D., avec £{y}=
donc £{y'}=sY—-y(0)=sY -2 P16

et £{y"}=s"Y-5y(0)-»'(0)=5"Y —25+2 P17
on caleule ${5(t-1)-5(t-2)} =€ —e

P{y"}+2%{y'}-3L{y} = L{5(t-1)} - £{5(t-2)}

=25

P15 a=1 puis a=2

sV -2s+2+2(s-Y-2)-3Y =¢" -
S U U (N NS B D (S B
s+3 s-1 4(s-1) 4(s+3) 4(s+3) 4(s-1)
suh{:[s O B e [ry— -3 =g 5 et 3,;"' A (2' |:s—'1]'~a3' j‘+03—I}|
a3
Ie-:'s-[}[;-l]-e}jw‘Ej—l.ll L " - " L ¢ 1 ek
M expand - - . £ o e 5
I 4 242 3-3 efedle” ke’ 4 inafes) sfenple)” ™ j

1 |

o Ee|

p wletde’ ele1)e I4.{H3:|,|:.&.¢::|3 4.|:3_1_|.[¢s]3 a3 ot
B 1 '_E.5+[ 1 1 'J_a.:.g: E
A 4 (s3] 4-(s-1) 3 51
P4 a=3cta=-1
3 1 1 N YR 3 3
P22 a=1 FI(S)_4(s—1)_4(s+3):>f1(t)_z(€ e ) P4da=-1cta=3
1 1

e R
gwp—l{y} "+e +f1(f 1) ”(
(

+e+(
4

= f,(t)
t=1)+f,(t=2)-u(t-2)
eStl)) ( )_l_%(e—S(t—Z)_et—Z)'u(t_z)

%(e‘3’—e’) P4 a=3cta=-1

(1)

~ Ly, -
3t+et+z(et L 3t+3)~u(f—l)

+%(e‘3’+6 —e’_z)-u(t -2)

Onprend la T.L. de PE.D., avec £{y} =
donc £{y"} =s"Y —sy(0)-»'(0)=s"Y -1 P17

(1) =sin(2¢)-u(t—7) = H (s) =

ona h(t)=sin(2¢t)-u

2 2
s +4 s*+4

_ e—ﬂ N

P6 w=2,puis P21 a=7x et g(t)=s

in(21) = g (1+

m)=sin(2t+2x)=sin(2r)

Ly} + A%y} = E{sin(20)u (1)} - Lisin (2 )u (1 - 7))
$2Y —1+4Y = 22+4—2f_:;
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52 +6 2e77"°

e (o)

' as | .2 I
solve _.,j._;,.._[_4~_!.-_ ,.,2 il &> ¥ H.-‘l‘ I cl]‘ pIEE 3\." e
| e s (2 _4]3
M( {{rzﬂu,l'- a™ 5—3:|~ e ™ ‘7] -2 = 6
expal ; -
{33 m.]z {13+-}]2r51' 5 |:s 3+-£J|'2 {53+ﬁ]|2
e . 2 8 e e TE
(52 1;|2 i [.:3—-1]: [.:3:—4}: {:.3.—-}] il

N 2 . .
Ici il faut ajuster. A cause du (s2 + 4) au dénominateur, on ne veut pas avoir de s2

au numeérateur.

_ P46 277 4442 270 5744 L2 2T
s*+4 s?+4 s*+4 s*+4 s*+4 s*+4 s?+4
2 2 2 2 2 2 2
1 N 2 2
s?+4 (s2+4)2 (s2+4)2
P27 et P29 @ =2 puis P22 a=7 et P29 w =2 pour F(s)= 2 5
(s2+4)

= /(1)
= f (t=) =4 (sin(26) ~2(t ) cos(2))

%(sin(Zt) —2tcos (2t))

(¥} = sin (21) + sin(21) - Srcos (20)+

%(Sin(zt)_z(t—n)cos(zt)).u(t—7[)

(1) :%sin(2t)—%tc0s(2t)+

%(Sin(zt)—2(t—ﬂ)cos(2t)).u(t—7r)

5.17- 1l faut montrer que Sj{ (7)- (t—a)}=

Calculez ${

=)

‘”Sﬁf{g(tw)}

—&‘tdt

et posez le changement de Varlable r=t—a pour évaluer 'intégrale.

2
J’ (2t+1)-e"dt

2)-e2 —5s5-2
5.18-a) L 1 (1) =2 _ s+

a) {f( )} l_e—zs S2 .(ezs _1)
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1 silO<t<a
. , P
-1 sia<t<2a

j f(t)-e*dt jl'e_”dt+2f—l-e_‘”dt

S“P{f(t)} 1_ o205 =4 =

e l1-e

as
1-27% +¢724 tanh( 2

e

B
a e | 3.8 M5 IS g
ue""'r - P 1) 4 § : 5
4T
1 )
d) f(1)=—t si0<t<a; P=a
a
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a
t _
J.*‘eStdt

e’ —a-s—1

E{f ()= Ola_e—as R (e —1)

Pour avoir la réponse du manuel :

retour au début du chapitre 5
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Section 5.4
5.19-a) f(w) =w et g(t—w) =2

t
z"“2:J‘w-2dw=z‘2
0

b) t*e™ —jw S gy =& +£—i
0 25 5 25
r X e (5 1) 0 s l}
J[““ ¢ L] fl'"'u}]d“_ =
]
I:-rl:IhFrar:IE-i A rl::’ il el 1‘I| F E-_i. r+_1_;_._:]'.:.

¢) l*sin(t)=.[1~sin(t—w)dw=l—cos(t)
0

(S2+4) s°+4 sT+4 s°+4 s +4

= SCos(Zt)*%sin(Zt) P7et P27 0 =2
1

(5' S e (f-wﬂ)d“'

2
0
5- - sin(2: ¢)
4
b) g—l S 3 :g_l 21 . s 3 :sln(t)*ltSIIl(l‘) P27 et P30 a):l
S2+1) S +1 (S2+1 2

sin(w)-%(t—w)sin(t—w)dw=%tsin(z‘)—%t2 cos ()

Il
o t—_—
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(-l sinlr H]Ill‘.l'll' &

T s [r- :cu'.rr:l—sin[.']]
sinfws 1 s oa B

i)

& g g

o <! 2 g2 1 =2t*t-e>" P2etP5 a=3
sz(s+3)2 s (s+3)2

=J’2w'(t—w)e_3(’_w)dw=(2+ij~e_3’ e
9 27

[2- po (= e.?'-{r_h.:l}-:lw
1]

7

J"' 2-&'3"-[[3-:--:]-ei"-ma-m-:}'

(27 4] - e
s | [| = 3"'ll—-—
[k g a7

20 L [[3- -2)- 0¥ 143 |+3_:| :
27

]:-ru|:an|::

5.21-a) On prend la T.L. de ’E.D., avec £{y}=Y
donc £{y"} =s"Y —sy(0)-»'(0)=5’Y P17
P{y"}+9%{y} =%{g(t)}, disons £{g(t)}=G(s)

SY+9Y =G(s)=>Y =

-G
249 (S)

¢y zésin(3t)* g(r) P27 w=3

t

(1) =£§sm(3w).g(f—w)dw

b) Onprendla T.L. de 'E.D., avec ${x}=X
donc £{x'} =s X -x(0)=sX P16
et i’{x"} = SZX—S)C(O) -x'(0)= s’ X P17
P{x"+2L{X} +5L{x} =G (s)

1

X+2sX+5X=2L{g(t)l > X=———
PXN S = e0] > X

iP_l{X}:%e_’sin(Zt)*g(t) P28 a=1 w=2
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t
jlsm (3w)-2e” =) gy
0 3

5.22-a) y(t

(1) =%sin(3t)—%c0s(3t)+—

—t

&

I
(1 Aol
|v--sml3- w)- 2@ {-) dw
|3 I

1]

L

|I]— sin{n- u';l- 28

"

]

-(H}].a -

“reooaled)  2sinled 2@ x

4T3+] n-{ﬁ2+1] d?"+l

Y
‘>1anl -
3

3-.I‘+_

(,I'H e’ sin

+3

15

“2-coslr ) Zosinlaf) e

I'F2+l T [-::rgﬂ.:l n3+1

-cosl 3 4] ; sinl 3+ 1) 2 f

5 15 5

Remarquez qu’on a remplacé 3 par a pour simplifier la réponse.

t

b) x(t)= j%e_w sin (w)- 2e gy
0
1 —t
x(t):Ee e -cos(21)

)

A
1 = A
=g egin(2ewe 20
2

]

'E-'I' |:_L'(IH|::' .":l 1] |

propFrac
\

-a ' [:us[ﬂ' .']—1]

2

e’

3

-] e |‘:l.|ec|:1' .l'_:l

retour au début du chapitre 5
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Section 5.5

523-a) L{x}=X=>L{x'}=5-X-x(0)=s-X -2 P16

b)

F{yy=Y=>%£{y'}=s-Y—y(0)=s-Y+1 P16
On prend la T.L. de chaque E.D. :
F{x't=L{y}=>sX-2=Y

P =L{-x}=> sV +1=-X

On résout pour X et Y et on obtient

X = 2S 7 1+1:> x(t)=2cos(t)—sin(t)| P6etP7 w=1
Y=S2_i1_S22+1:> y(t)=—cos(t)-2sin()| P6etP7 w=1

5-'3\1\':{{: x=2uy {xt
e L
2-5-1 ~[5+2)

and =
-+l o+l

Pl =1 = 5!3{1’1'} =5 L =iy (0) =51, +1

i) =1, :>§E{i2'} =5 I,—i,(0)=s1,-2

On prend la T.L. de chaque E.D. :

Pl |+ i} 5L} =L {0} = s [ +1+ 1,51, =0
Py |+ 4L} + 5L = {0} = 5, =2+ 41, +51, =0

On résout pour /; et I, et on complete le carré :

o s*5 —(s+3)+8  s+3 L, 4

5% +65+25 (s+3)2+16 (s+3)2+16 (s+3)2+16
2(s+3) 3 2(S+3) _» s+3

s* +65+25 (s+3)2 +16 (s+3)2 +16
mm } *chapitre_S < L P-At'm

s241 s+l

Salv ({s 11+1+17-5-12=0 {rh })

12-2+4 i1+5i12=0

~(s-5) 2 (s+3)

1l and 12
2 2
$9+6- 5+25 s9+6- +25

completeSquare(52+6- s+25,s) (s+3) 2 16
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i (t) =2e7 sin(4t)—e ™" cos(4t)

iy (1) =26

cos(4t) P9 a=3 w=4

Fx}=X=>ZL{x'} =

-X—x(O)zs-X P16

F{yy=Y=>2{y'}=5-Y-y(0)=s-Y-1 P16

On prend la T.L. de chaque E.D. :
&e{x’}+3${y'}+§£{y}zg{et}:SX+3(SY—l)+Y=L P4 a=-1

PV -L{x}=L{y}=>sY-1-X =Y
On résout pour X et Y et on obtient

-3
(erl)2
3 3

1

_4(S+1)+2(S+1)2

a0

P8ectP9 a=3 w=4

s—1

1

—1 .{.‘l:._v}

]
aalve {\N‘_ e 1]"'}'

5 p—1-x=p

B et s190 and r

240 5-2

Al =
.12+3' 5+l

fncwr[sﬂi— 2 5+1}

g1

=
st -2

O expandlp)ls—1=0 and = and ¥

4§72 k1

23”2 3=

s—1=0 and x and 3

.'\.'2 2= 241 .-.3 '.1‘2 51

=3

£ g4

(+1)2
3 |
4lstl) ()2 41

x(t) =-3te”’

PS5 a=1

4

y(t)zie_’+%te_’+le’

4

d) &f{x} =X:>${x'} =s

Py =Y =>%{y'} =+

X -x(0)=s-X-5 P16

-Y—y(O)zs-Y+l P16

On prend la T.L. de chaque E.D. :

P{x'} -39 {x} 6L {y} = 27%{s}

i} +L{y} -3 {y} =5%{e}

On résout pour X et Y et on obtient

Chantal Trottier

mars 2018

P4etPS a=1,puis P4 a=-1

:>SX—5—3X—6Y=27% P3n=2
S

:>SX—5+SY+1—3Y=i1 P4 a=-1
S_
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18

3 2 6 18 _
X=— 202 B P X) =3 42461 —— 1
s—=1 s s° = 2
P4 a=—1,P1, P2, P25 n=3
-1 6 _
Y=— =% V}==¢-61 P4da=-1,P2
s—=1 s
f . 2 | P PR AT ] |
sa-5-3r a6 y=2i — 5120 and 520 and st ST 10 and 3 e ss,
a0bve i REAS] sreli-1) 52 (a-1)
PR Y R I
| 51 |
SemHl 3 3 R
B expand(x)|s—1#0 and s40 and x S RS and [j i j_b} E_:__g_?
5= (s-1) e ls-1) R
o S sl 1 @
B expandp)|s- 120 and 24D i g=— Ek A A and y ot f']l :___,
a1 FEN PRy &

x(t)=3e" +2+6t-9¢°

y(t)=—€ -6t
e) P{x}=X=>ZL{x'}=sX-x(0)=sX P16
et £{x"} :SZX—S-x(O)—x'(O) =s’X-10 P17
Py} =Y =>%£{y'}=s-Y-y(0)=5-Y -5 P16
On prend la T.L. de chaque E.D. :
P{x" =2%{y} = s> X-10=-2Y
PV =Ly} -L{X} =Y -5=Y (s X)
On résout pour X et Y et on obtient
x=10_10 o y_ 35
s s+1 s+1
solve({sz'x_mrg'y Axt
siy=5=j=s ¢
xX= L and =i
s (s+1) s+l
e 22
' E
avec Plet P4 a=1, |x(r)=10-10¢"| |y(¢)=5¢"
) Pxl=X=>ZL{x'}=sX-x(0)=sX P16
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eti’{x"}:SZX—S-x(O)—x'(O)=S2X—1 P17
Py =Y =>2{y'}=s-Y-y(0)=s-Y -2 P16
eti’{y"}:SZY—S~y(0)—y'(O)=s2Y—2s+3 P17

On prend la T.L. de chaque E.D. :

Py =P -2 =PV -2543=X -2 PI
S
P =L+ 82 =X -1=Y+2 P
S

On résout pour X et Y et on obtient

X = 522+1_sfil+sil+§:> x(t)=2sin(1)-3cos(t)+e” +2

Y= S23-S|-1_S22—|—1+S_1|_1_§:> y(l‘)=3COS(l‘)—ZSin(l‘)+e—t—2

avec P6et P7 w=1,P4 a=1 et P1

-,ﬂ__,,_g.ﬂ3=r_3 ' e $T 5 52 o I e i
ﬁuh‘c{ s f faxxl ik 5_[3_,_1}_{52_'_1] i $.|'l 3+5273+1}
L=
expand{a)|#=0 and x 215512 and p e e 2
Bl s {s+1)-[s241) : B . R | 41 o L
542 e e N St Hre L o
e.'{pautdl.r_u-:lpz.-tl and x- N rlﬂ_l}_ [:*-1] anel y $_|[53+52+?+l]| e A
g) Pxj=X=>2L{x'}=sX-x(0)=sX-2 P16
et £{x"} :SZX—s-x(O)—x'(O) =s’X-2s+1 P17
Py} =Y =>%£{y'}=s-Y-y(0)=s-Y+1 P16
et £{y"} :SZY—S-y(O)—y'(O) =s’Y +s P17
On prend la T.L. de chaque E.D. :
PNV -F{Y" =4F e X -2—(5Y +s)= P4 a=2
() -2y} =42} = (57 +5) — P
PN 3Ly} - AL = £12) = X - 25 +1+3(sY +1)-4X == P1
s

Ici on va résoudre avec les matrices. Il faut donc séparer les termes; il faut garder ce
qui contient du X et du Y a gauche du signe d’égalité, et tout le reste a droite.

s- X —s%Y = +2+5
s+2
2 2 2 2
s X+3s-Y—4X=—+2s—1—3:>(s —4)X+3SY=—+2S—4
) )
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On obtient donc 1’équation matricielle

4 +2+
S —s? {X} §+2 s {X} S —s?
. = - =
s> =4 3s Y Z+2S_4 Y s?—4  3s

—+2s—4
s s
Canous donne X = 23 2 + 13 14
2(s+1) s+2 2(s—1) S
13 23 18 4
Y = — _
2(s—1) 2(s+1) s s
511 2121, 25343 52 5138
b S_J i i (1) 1) {512)
e {3 +4: 518
) s 1+ {si1)
21743 et e vrod = : 23 . 13 14
s [s=1)- (s41)- (52) g2 20etl) 205-1) s
LT -|'l3 25 13 48
sl T 2let1) (1) s 2
52 (51 [5+1)

Il ne reste qu’a prendre les transformées inverses.

23 _ IV |

x(t)=—3e’—2e 2’+;e’—14 P4 a=1,a=2, a=-1, etP1
1 23 _

y(l‘)zge’—;e’—l&‘+4 P4 g=-1, a=1,P2 etP1

5.24-a) On peut écrire le systéme d’équations :

dg /1 2 12
dr 25T 15 TS
dg, 1 1

_— + — =0
dr 255

On prend la T.L. de chaque E.D. avec
L} =0= SNP{%'} =50 et L{g,}=0,> SNP{qZ'} =s-0, puisque les

conditions initiales sont nulles.

N1 2 12 1 2 12
¥ } gl e Pl =PI 5.0 4 —0 -0, == PI
{ql AETRAUAREErRateY {5}:” 359125275

N1 1 1 1
Pl | -5 Pl + 55 Par} =210} =50~ 20+ 50, =0

Réécrivons ces dernicres équations pour les traiter sous forme matricielle :

1 2 12 1 1
S+— 10 —0,=— et —Q, +| s+— =0
( 25) o 125Q2 Ss 25Q1 ( 25)Q2
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— =2 12 = =2 12
25 125 |G| | — 0 25 125 —
1 Ll 0 =|5s |= 0 ) | ‘| Ss
— +— | L2 0 2 — +— 0
25 25 25 25
1 300- [25- #+1) :
A T I e (3125 $2eompe s3)
= e 5('}’ 300
%I | (5125 5242500 543)

300 125+ +1)

s [3125 524250 5+3) i
300

s [3125- 24250 513 | |

-1250-(f5 - J2+5)
12555 - J2+5
-3125-{5-,1'2_—2}:
12555 - [2+5

1a50-(f5 -2 -5 1o
125555245 5
31255 J2-2) 100
125545 (245 &

1250+ {5 - [z +3) : 1230+ (5 - [2 1]& -1230- (10 +3) : 1z50-(f10 5}: 100
& IEE'S'E'E'lﬁ 135'?|'E'E'5 H 125 5—~10+5 1253+ [10 |'JT §
125 (5 - (2 +3) : 3125 (5 - [z -3) 100 s125- (10 +2) 3125 f_ﬁ-;}: 100
13555 -2 45 12545, [365 1 135 5-/10 +5 1255+ 10 45 3
-1250- ({10 +5) 1250-(J10 -5) 100 18.3772 816228 100, |
o | 121045 1zsskflo4s s SHLOBSZIE  fHODI4TOZ 5
125 (1043 w2510 -2) 100 20.0560 _129.057 100,
T e sHLOGSHIE  #0.014702 5 |
0 - —1250(M+5) _1250(@—5) L 100 -183772 81,6228 100
L 1255-10+5 1255441045 s s+0,0653 s+0,0147 s
0, - 3125(\/5—2) _3125(\@”) 100 _ 29,0569 _ 129,057 100
2 1255+10+5 1255—4/10+5 s s+0,0653 5+0,0147 s
On va le prendre en décimales parce que ¢a me semble plus simple a écrire...
g, (1) =-18,3772¢ %% —81,6228¢ """ +100| P4 a=0,0653 eta=0,0147, P1
g, (1) =29,0569¢ %% —129,057¢ """ +100| P4 a=0,0653 et a=0,0147, P1
b) A la limite, il y aura 100 kg de sel dans chaque réservoir.
grif=100.-(10+ 1o +50)-e' 125 230 4(pp- flo-s0)- e 125 25
.j']"frl A (E_L] Teruing
gAd=100.~(25- [0 +50)- &' 123 B/ i[35. [lp —s0)-e! 127 23
lin {n:.'.i'{r:l] 106D,
[
lim {g2{1)] 104,
f—
¢) Caprend 50,92 minutes pour avoir 40 kg de sel dans le 2°™ réservoir.
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golvelg Ar)=404)

fm=21.2513 or (=50.5217

525- P{x}=X=>L{x'} =s-X -x(0)=5-X-C P16, en suivant le conseil donné

dans I’exercice : x(0)=C
Py} =Y =>2{y'}=s-Y-y(0)=s-Y P16
eti’{y”}=s2Y—s‘y(0)—y'(0)=S2Y—% P17

On prend la T.L. de chaque E.D. :

P{x}+L{y'} = Lcos(t)} =5 X ~Cs5-Y =— - PTo=1
ST+
" 2 1 2
${x}+${y }=${2}:>X+s Y_E:_
S
On résout pour X et Y et on obtient
X = 21 2 -2 2
2(s +1) 2(s+1) 2(s-1) s
1 c-2 c-2 Cc-2
Y= > - - +
2(s?+1) 2(s+1) 2(s-1) s
* e I e P S P (| e |
el L w0 and 1= and y
sobve ; ::--1 Azt 2'5'{54—J 2'5'{;"’-1]
;l;z-_r —1-—:
e s Fesdhae oo s sma B () M e o e | L £ ol £ 2
expand|y)js=0 and 1~ sl and y ) 2l2) 2l w1 21 w1 s
Ik e e e L w2 e 2
E 2,|:.52+1:| 2 (st1) #41 2(s-1) =1 3 z.fﬁzﬂj Gl = e
F.oF 5"—53+2' [r—ﬂ:lﬂ 52—5—4 53—2' [-r—ﬁ:l' .52 —5—32* [r—ﬂ]'
L3 :-l||.|1]:_|':||.‘|‘.‘"l:| and x— - ane = -
I 305t 1 ! 0[5 1)
L c 1 c . 1.e2
;24 20 o1 2-1) 1 5 os
a 1 I ; 1 i ; 1 :r i 1 =2 =2 :r*—2
2ls2a) 2lsa) s 2l-1) +1 5 s 2(s20) 1) 2l1) s
Prenons les transformées inverses :
1 . -2 _ -2
x(t):—sm(t)+C e’+C e+2 P6w=1,P4a=1cta=-1,P1
2 2 2
1. -2 _ -2
y(z‘):asm(z‘)—C2 e L e+C-2 P6 w=1,P4da=1eta=-1,P1
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Maintenant x(n) =2 va nous aider a trouver la valeur de C.

P . ¢ i | [ oax | | b | —
ﬂ.;i- I_e L ?I|_3 Tt K- l:ez s lJ -k |_E: T_aa™y I].l- e
= 1

i

=2

mh-ﬂ% (e lo* ’HJ]—:-{u:' TozogTy l:l}l e _1(}

Donc C=2.

©()=sin(1)+2 y(0)=5sin (1)

526- L{x}=X=%L{x'}=5-X-x(0)=s-X-2 P16
Py} =Y =>%{y'}=s-Y-y(0)=s-Y+1 P16
Pz} =Z=>L{z'}=5-Z-y(0)=5-Z P16
On prend la T.L. de chaque E.D. :

&‘3{x'}—&‘3{x}+&‘f{z'} =4${e_2t}:>S~X—2—X+s-Z= P4a=2

s+2

PV 2L+ L} =L{0} = 5 Y +142Y +5-Z=0

2L+ L+ B+ Pz} = L (22X 45 V414V +Z=2 PI
S

On va résoudre matriciellement.

4 +2
S+2

(S+2)Y+S'Z=—l

(s-1)X+s-Z=

2X+(s+1)Y+Z:%—1

S
-y _ -4 _
s—=1 0 s||X s+2+2 x] [s-1 o s s+2+2
0 s+2 s||Y |= -1 =|Y|=| 0 s+2 s -1
2 s+l 1)z | 2, z] L2 svta] |2
L S i L S i
o 13 2 4 1
3(S2+2) 3(s2+2) 3(S+2) s+1
Y= - 13 B 8 N 2

3(S2+2) 3(s2+2) 3(S+2) s+1

—4s 5 2 2
7 = 5 +— + +—
s+2 s°4+2 s+1 s
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x(t)=?cos(x/§t \/Et)—ge_”—e_’

)—Lsin(
32
P7etP27 0=2,P4a=2cta=1

y(t) =_?ICOS(\/EZ‘)+31—32SH’1 (\/Et) —%e‘” +2e”"

N

P7etP27 0=+2,P4a=2cta=1

z(t)= —4cos(x/§t)+%sin(x/§t)+2e" +2

P7etP27 0 =+2,P4 a=1

1 =2
=1 0 5 5+3
[ ) 1
] x )
a L2 st 2,

(sra)e |2 s245-2) .
[fl]]~l:.¢-2]r':_33|:]
— '[51'+4~:2—15's+6]‘

(e a)eleta)s [-r‘? i 2:'
[zt (3 5+1) |

:-I'n—l'l-':<3+'}_'|

[a+1}= {520 [51+2}
{354 21150 50
(s1)- (s+2)-(s2+2)
[araf(3-541)
L (st 24

135 2 4 1

B P T N i S - T
-% 13 & 2

3 [5:+3} 3.[53_,_3] 3= |a+3) e

e x L] .

\/_ . 20—t
x(t) =?cos(\/§t)—725m(\/§t)—§e —e

y(t) =_?lcos(\/§t)+ 13;/5 sin(\/it) —%e‘” +2e”

z(t)= —4cos(\/§t)+¥sin(\/§t)+2e_’ +2

retour au début du chapitre 5
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